SULLE VIBRAZIONI DEI CORPI ELASTICI 


« Rend. Acc. Lincei », ser. 52, vol. II,, 1° sem. 1893, pp. 389-397. 


. Siano u,v ,w le componenti degli spostamenti dei punti d'un corpo 
ii ropo, secondo le direzioni degli assi coordinati x,y,z. Se u, 
(v,w sono indipendenti da z, e si ammette che siano nulle le forze appli- 
‘cate ai punti della massa del corpo, le equazioni differenziali del movi- 
mento saranno 


9 y ¿(u 0? y $ ay e fhau dy 
PALEIS, Fra + 5) + (6 loe + y) 
fue 030; 1 Y EER 22 È ay 9 (du cv 
(2) pe (i +7) +@ —a Ses +) 


PA PJ PA Vw 
(3) a eS 5) 


nelle quali si sono denotate rispettivamente con 4, 6, le velocità con cui si 
| propagano le vibrazioni trasversali e longitudinali. 
Im una Nota pubblicata l’anno scorso in questi ‘« Rendiconti » © ho 
dato una formula relativa alla equazione (3), che comprende in sé quella 
ben nota di POISSON—PARSEVAL e mediante la quale mi sembra che venga 
| posta in chiara luce la esistenza relativamente alla equazione stessa di certe 
superficie coniche le quali godono di quelle stesse proprietà che posseggono 
le linee caratteristiche nel caso delle equazioni differenziali a due variabili. 
Mi propongo ora di estendere il metodo tenuto per la (3) al caso del 
sistema di equazioni differenziali simultanee (1) e (2). 


2. A tal fine osserviamo che le equazioni stesse possono scriversi sotto 
la forma seguente: 


| E OT, 
de =P + 
pe { 
i e aoga ARA ON 
i daga 9 x 
in cui si è posto per brevità 
sv a O 
ot Due cisl a el 


(1) Vol, I, ser. 5% 2° sem. 1892, p. 265. [In queste «Opere »: volume primo, XXXV, 
p. 508]. 
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2 I. — Sulle vibrazioni dei corpi elastici 

Di queste quantità Y e ğ è ben conosciuto il significato cine- 
matico. 

Noi considereremo in tutto ciò che segue x,y,# come le coordinate 
cartesiane dei punti di uno spazio a tre dimensioni, ed esamineremo un 
campo S di esso, limitato da un contorno 2. 

Se %,,U, è un sistema di integrali delle (4) regolari entro S, ed a 
questa stessa condizione soddisfano pure gl'integrali x , v, mediante il noto 
procedimento d’integrazione per parti, otterremo la formula 


Jie 5 cos nf — b Y cos mx — a? © cos ay) 


+0, pS cos mt — 8° 9 cos ny + a? 8 cos mx) | dX 
(5) 


\ du ES 
fia (57 cos nf — b° Y, cos mx — a? és, cos 27) 


+v ES 9, cos ny + a? @, cos næ) | d3, 


in cui $, e @, denotano le quantità analoghe a 9 e @ rispetto al sistema di 
integrali %, ,0,. 


3. Consideriamo ora l'equazione 


o _ o o 
(6) y E g 
Posto 
É 
= exp) 


cerchiamo gl'integrali della (6). i quali sono della forma #%y (0). 
La (6) si trasforma allora nell’altra 


($) 0 + 0) 3 =0 


la quale ammette l'integrale 
Ve — 
y == + log (0 — yF — 1). 


Nel caso in cui 0 > I, questo integrale si conserverà sempre reale, 
e dovremo prendere i radicali nel loro valore assoluto. 
Ne segue che 


plea, y) = LEE y og (0 101) 
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I. — Sulle vibrazioni dei corpi elastici 3 


sarà un integrale della (6). Per conseguenza, essendo 7, , x, , Y, , tre costanti, 
i seguenti sistemi di funzioni 


| AN dp (a (fr — t); x — tt, Y —J 1) 
PR dy y 
(1) a 
| v _  la(ti—t),1—%1,Y—/1) 
Mini dx 


Solo (et), 141,3 — Y1) 
dx 


N 


(1D) 
pd Md I de I 
y 


AS 


ci daranno due sistemi d'integrali delle (4). 
Eseguendo le derivazioni essi possono scriversi sotto la forma 


| st E (y—yY)= per w 
(1) i I _ Va. —i—r 
n LIE — 11) = TTT cos w 
/ b2 (t, — 1) — 7? Voz E O 
l wi Vo (2 na 7 (x —x,) E siga ce ea COS © 
(II) { IA AE sani a 
| Vv, = AE. y a ATE e o 


essendo 


Xx — Xi = Y COS 0 , Y — Y, = Y sen 0). 


4. Cominciamo dall'applicare il sistema d'integrali (I). Avremo allora 


Y, O, 
0, = Å? ọ = — e 
pi = E PESI Fade 
| Va? (t; cond PO dh 
du a? (tı —# 2 2 (f; —t 
| vi ES Frs) ena , a = Ri cod 
ez r Va? (t: —if —7? ol r Va? (1-1) —r? 


onde la (5) diventera 


(7) | Va? cia 


Ww 
cea ET 


H i r Va (i —r° (t == 


2 ~ 
ar cos né — 6? $ cos nx — a? © cos ny) sen © 


cos nt — 6° $ cos ny + a? è cos nai COS © [dE 


| u [— (£, — £) cos nt sen w + 7 cos ay] 


+ v[(t, —£) cos mf cos (y — 7 cos nx dz. 
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4 I. — Sulle vibrazioni dei corpi elastici 


Affinché questa formula sia valida dovremo scegliere il campo S in 
modo tale che in esso le %,,v, siano regolari. Perciò lo sceglieremo nella 
seguente maniera. i 

Per il punto x, , Y, , 7; come vertice si conducano due coni di rotazione 
M,N aventi l’asse % parallelo all'asse ¿ e le aperture 2u,2v, tali che 


tgy<tgu <a. 


‘Si limiti mediante una superficie o una porzione interna al cono M 
tale che in essa si abbia sempre # <ź, ; quindi si conduca il piano A avente 
per equazione i 


t = l — E, ì (e > 0). 


Prendiamo per campo S quello racchiuso dalle quattro superficie 
M,N, A, 0. Il suo contorno X sarà formato dalle porzioni di queste 


m 


K 
| 
i 
i 


superficie che denoteremo rispettivamente con M’, N’, A’, o’. (Ved. fig. 1). 
Sopra i due coni M e N abbiamo 


| cos ay _ t—t Piaf 
cos ant 
(8) 
| COS NX tr? 
= COS ® 
cos 227 


quindi applicando la (7), la parte dell’integrale che comparisce nel secondo 
membro, la quale è estesa alle due porzioni M’, N’ del contorno, si annullerà, 
onde la integrazione nel secondo membro andrà estesa soltanto a A’ e a o’. 
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I. — Sulle vibrazioni dei corpi elastici 5 


Facciamo ora crescere l'angolo y fino a che tg u divenga eguale ad a; 
allora lungo M' il radicale 


Va? (ji 


sarà nullo, e perciò nel primo membro la integrazione andrà estesa a 
N’, A’, 0° solamente. Posto dunque 


Va? (ir — 7° 5 
(9) Le [Ze cos né —0 9 cos ny — a? © cos ny| sen @ 
dv 2 2.5 ) A 
— [57 cos mt — b Y cos ny + a? è cos nx GON o afa 
a? 
— | == {u |— (f, — É) cos nź sen w + 7 cos 7 
Ms dii ES + 7 cos my] 
+ v [(t, —£) cos mt cos w — r cos mx] } do” 
Va (t: — 1" 
al Def = | [7 cos né — 6° 8 cos ua — a? è cos ny] sen w 
-| cos né — 6? Y cos ny + a? ö cos ml cos o | dN' 
ae? (fau i 
CISA Za A ii a (57 cos nt — 6° 9 cosnx — a? è cos ny) sen © 
i 
cy 2 ao ) , 
— |5 cos mt — 6 9 cos ny + a È cos nx| cos © (dA 
+ | ==%2=== la[-(&— tf) cos md seri ® + 7 cos #9] 
r Va? (1, — i} —-r? 
A’ 
+ v [(4, — #) cos nt cos w — 7 cos nx] lan 
avremo 


=0 +x 


Ora tenendo presente le (8) si ricava che sul cono N’ sono soddisfatte 
le condizioni 
cos n == sen v 


COS AX = COS Y COS W 
COS yY = COS Y SEN wW 


rdo di 
COS v 


dN'= 


r=(1,—f tg v 
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6 I. — Sulle vibrazioni dei corpi elastici 


VETO Ar e AN RR 
quindi 


bi 


o = [def Jat—5 — E 


2 
| Y tgy— 59 cos w— a? ö sen @|seno 


— [57 tg» 58 sen o + 2° è cos o| cos o at 


br 26 


- 055 [do | t — tö dt 
tr =g 
do fei (Ge sen o — ÊZ cos o) de 


chiamando # le coordinate ż dei punti di intersezione di N’ con o”. 
Sul piano A si ha 


dA =rdrdo È, cosm=—1  , cosnax=cosny=0 , fT—t=e, 


per conseguenza 


230 ea 
AS. du Iv 2 
X = fo fiy Va? ee —» (Ss sen o — 57 COS o)+ == (u sen w —v cos ©) tdr 
o etgv 


Facciamo tendere v verso zero; avremo 


ti—e 


O = lim O' = negli — t)ò dt 


v=0 


2x1 a 


x = Limp) e dl 17 (5 sen W — 5} coso) 


a? € 


rn (u sen w — v cos W) dr 
Va? e — 7? 


=- 


essendo £, la coordinata ź del punto ove l’asse È incontra o. 
Finalmente 


Q = lim Q' 


v=0 


sarà l'integrale stesso che comparisce nel secondo membro della (9), soltanto 
toa: f Š à 9 HA à , 

al limite la integrazione dovrà estendersi non più alla superficie o”, ma 

alla intera superficie o, compresa entro il cono M. Potremo dunque scrivere 


Q=0+7. 
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I. — Sulle vibrazioni dei corpi elastici 7 


Impiccoliamo ora indefinitamente e, si avrà 
lim x = O 


e=0 


ty 
lim O = 2na (a) 6 de. 


e=o0 
t 


Si potrà dunque concludere: Se per il punto x, ,y,,t,, come vertice, si 
conduce il cono ‘A di apertura 2a, (essendo tg a = a) ed avente Lasse E, 


parallelo a t, e si chiama ca la porzione della superficie o inclusa entro di 
esso, avremo 


tr À 
(10) 2 ra’ | (t, — AÖ (21, Y1, Ò) dt = Qa, 


to 
essendo 


EY — GA ah a 
CL dl dama ES cos nt — b? Y cos nx — a? è cos ny | (y —y,) 


5 = cos 77 — 8° Y cos ny + a? è cos na| WETA) ¡de 


— — ju EE = t) (y a Va) cos nf — y? cos ny] 
7? Ve-r- 


—v [(t, —£) (x — x,) cos nt — 7° cos nx] do. 


5. In modo del tutto analogo, partendo dagli integrali (II) si giunge 
al risultato seguente: Conduciamo per x,,y,,t,, come vertice, il cono B di 


Www.rcin.org.p! 


8 


I. — Sulle vibrazioni dei corpi elastici 


apertura 2 {, (essendo tg B = 8) ed avente per asse Y, e si chiami c la por- 
zione di o inclusa entro questo cono, allora 


ti 


amb | (t, — t) 9 (x, Di 
to 
essendo 


Ve pr 
Grafton E 
o% 


a [a cos mt — 8° 3 cos ny + a? è cos nal 97%) Le 


-1 — —_ I u [(t, — #)(x — x,) cos nt — 7° cos nx] 
z Ve Re 05, 


cos nt — 6° Y cos nx — a? © cos ny (x — x,) 


+ v [f —£) (y —y,) cos mt — 7° cos ny] |do. 


6. Ciò premesso osserviamo che 


tr ti 
7 [e osda [em de + (tt, 9 COS HOY 
A È 


) 2 COS Aot 


2 09 COS Mo Y 
37) (té 9 dt = fe- =A dt + (fi — h) EL 


COS Mo É 


ti 
due 29 có x COS io Y 
e (4 — Að dt=|(t,—1) 7, de SE (4, — lo) per 
to to 


fo za 1) 0, SERI 


COS Mo È 


in cui si sono denotati con Y, e 0,, rispettivamente, i valori di Y e & nel 
punto xi Yrs ton € Con A, la normale a o in questo stesso punto. 


Perció 
I saa KSI si 2 
+ = IC 0165 ERA 
-+ o [6? 8, cos 1, x + a? 63, COS 2, y] 
20 Q 4 Vs 00 ) 
"A 5 ht (pi 1 IDA dl id bad D Eea SAA 
eal iaia ya = fe, 2204 dy er Ta 
to 
LARA 
E 7 (0° Do COS Mo y — 4% o, COS Ho x] . 


WWW.rcin.org.pl 
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Ma per le (4) 


IC yn eE du ldt = -fe gf ag 


to 


= 4 (%, Y 7 1 tx) — U(4,, I 1 Lo) — (i — (3), 


/ dv 
= V (Xr, Yr sbr) —V (Xr, Yr) to) — (2, — 1) ar), 
in cui l’indice zero attribuito a 3/8, èv/e denota che i valori di queste 


quantità vanno presi nel punto x, , V, , fo 
Otterremo quindi finalmente le formule 


| u (x, Vi; t)=u(4, Vi» t) + 4 Er at E) cos 2,1 — 8? Po COS o X 


COS Mol 
a: 205 20 
T di è j + te 4 y > 
Tr)-< 
( ) — fo 


U (n p Pa sb) = D (Er s Ya sto) + EE, (Sp), cos mo? — 6? 8, cos moy 


COS Mol 


O; Si 


2 2 Ma ————" o 
+ a? ©, cos mx uy ES da, 


\ 
essendo Qz, 23, date dalle (a) (b). 

Queste formule esprimono i valori di u e v nel vertice dei due coni, 

mediante i valori di u,v e delle loro derivate lungo le superficie ‘0, , 05. 


7. Le formule a cui siamo giunti costituiscono la naturale estensione 
di quelle che abbiamo date nei $$ 2, 3, 4 della Nota già citata Sulle onde 
cilindriche nei mezzi isotropi. I due coni A e B funzionano nel presente 
caso come il cono C considerato nella precedente comunicazione, e possono 
denominarsi i coni caratteristici del sistema di equazioni differenziali simul- 
tanee (1), (2). Nei $$ 8, 9 della detta Nota ho esaminato il caso in cui la 
superficie lungo la quale sono dati i valori della funzione incognita e delle 
sue derivate è esterna al cono C. Analogamente nel caso attuale il proce- 
dimento usato può» applicarsi allorché le superficie lungo le quali sono dati 
i valori delle funzioni incognite e delle loro derivate limitano delle regioni 
adiacenti al vertice esterne ai due coni A e B, anziché delle regioni ¿nterne 
come abbiamo considerato nella presente Nota. Ciò formerà il soggetto di 
una prossima comunicazione nella quale darò ancora delle formule analoghe 
alle (11), nelle quali in luogo delle rotazioni degli elementi e delle dilata- 
zioni, compariranno le componenti delle tensioni. 
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